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L'usage des calculatrices de poche, y compris programmables et alphanumériques, à fonctionnement 
autonome, non imprimantes, est autorisé pour cette épreuve conformément à la circulaire n° 86- 
828, du 28 juillet 1986. ‘ : 
Les trois parties du sujet proposé sont indépendantes entre elles. 


La partie { se place dans un espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois et étudie les 
rotations « minimales » transformant une première base orthonormale directe donnée en une seconde 
donnée par les directions de ses éléments. 

La partie IE se place dans un espace vectoriel euclidien de dimension quelconque et étudie des 
correspondances entre ensembles isométriques, puis la minoration d’un invariant, 

La partie EEE utilise ia décomposition des formes quadratiques, sur FR", en combinaisons de carrès 
de formes linéaires pour des démonstrations de positivité. Dans tout le problème-la base canonique 
de R'" est notée B,, et R° est muni de la structure euclidienne définie par cette base. On note SO{n) 
l'ensemble des matrices orthogonales d'ordre n de déterminant + f. 
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Dans cette partie l'espace E = R° est orienté, la base canonique B, = {i, j, k) étant directe, Si 
est un élément non nuit dé E.et 9 un réel, on note p{f, 6) a rotation d’angike 8 autour de Q. On 
rappelle qu’un angle aigu est un angle dont ie cosinus est strictement positif. 


e 


« us : 
{° a) Montcer que, si elo,5] et si un vecteur V est transformé par p(Q, 6) en W, Fangic 


formé par V et W est aigu. 


b) Montrer que p{@, 8) = p(-— {, — 8}. Caractériser par une condition sur la trace de leur 
“matrice les rotations d'angle aigu. | 
Une matrice de colonnes V,, V,, V, sera notée [V,,V,, V.J] 


2° On pose : 

3 1 

0 M LS 

? 2 

NE Le 3 

F = 2 , J ra , k = 4 

V3 1 V3 

7 re dr 


a) Vérifier que (i', j', k‘} est une base orthonormalc directe de E. 


b) Vérifier qu'it existe ur élément {”, j”, &*] de SO(3) de trace strictement supérieure à 1, tel que 
chacun des vecteurs à”, j*, k” soit élément de lensembie {i, — ÿ’,f, — ÿ,k', — k'}. On formera 
explicitement une teile matrice. mr, 


c} Déterminer { et © pour la rotation p(f, 8) qu'elle représente. 


3 Soi R = [V,,V,, V,] un élément de SO(3). On note, 


ea 
pour i= 1,2,3, “|# | 
Yi 


æ) On suppose que &, cest: le maximurn des valeurs absolues de tous Les éléments de R, et que 
8, majore les valeurs absolues de f,, y, et y, 


1 
— Montrer que «a, > 3: 
— Montrer que , > 3 (on prouvera au préalable l'égalité: fi + 85 + yi + y} = 1 + æi). 


£r 6. 


— Comparer &, et Bays — sys: 
— Déduire de ce qui précède que “a trace de R est iirictemenl sirééitare à 1. 


6) On ne suppose plus vérifiées les hypothèses faites en 4). Montrer Fexistence d’une matrice 
æ [Vi, Vi, Vi tiément de SO(3), de trace ae supérieure à 1, et telle que Vo 2 Va Soient 
ee de l’ensemble {V,, — V,,V,, — V,,V,, — V,h  . 


4° a) Soit B une base orthonormale quelconque de E. Montrer l'existence d’une rotation d'angle 
aigu amenant les trois vecteurs de la base canonique, à l'ordre près, à être colinéaires à œux de B. 
5} Démontrer le résultat de géométrie suivant : deux cubes de même centre et ‘de même longueur 


d'arête se déduisent l’un de l'autre par une rotation d’angle 8e CE 


c) Soit s un endomorphisme symétrique de E. Montrer qu’il existe une rotation p(Q, 9), avec 


ft ns . .ù | 
oefo Al telle que Îies images par celte rotation des vecteurs i, j, k de B, soient vecteurs propres 


de s. 


5 On a associé, au cours des questions précédentes, à un couple donné de bases orthonormales 
- directes 24 rotations et on s’est intéressé. à leurs traces. Regroupant ces rotations:en- six:familles de 
quatre, montrer, à partir des expressions des traces, que la moyenne des carrés des 24 traces cest 1. 
Retrouver ainsi les résultats du 4”, 
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Soit E euclidien de dimension n > 2. Pour toute forme quadratique qg sur E définie positive on 
appelle ellipsoïde associé à g l'ensemble # des xeE vérifiant g{x) = 1. Dans les deux premières 
questions, on étudie l’isométrie de deux tels ellipsoïdes et la détermination conjointe d’ endomorphismes 
de‘E- transformant respectivement lun ou Pautre en la sphère . unité. # M est ‘une matrice carrée 
d'ordre n,:‘M désigne la matrice transposée. 


1° a) On considère -la matrice : | & Fe ha 


et on lui associe les matrices : Q, = ‘MM ct Q, = M'M. 

— Comparer les valeurs propres de Q, et ©. 

— Montrer l'existence d'un élément R de SO{3} tel que Q, = ‘RQR. 

b} Soit maintenant M une matrice carrée quelconque inversible d’ordre n > 2. On note encore 
Q, = ‘MM et Q, = MM. 

— Montrer que Q, et Q, ont même polynôme caractéristique. 

— Montrer l'existence de R € SO(n} tel que Q, = ‘RQR. 

2° Soit Q, et Q. deux matrices symétriques d'ordre n définies positives, et g:, g. les formes 
quadratiques admettant respectivement Q,, Q, comme matrices dans la base canonique B,. 

a} Montrer que les cinq propriétés suivantes sont deux à deux équivalentes : 

(i) Q. et Q, ont les mêmes valeurs propres (avec même ordre de multiplicité). 

(i) Les ellipsoïdes d, et #, associés à g, et q, sont isométriques. 

(ii) Il existe une isométrie positive r de E telle que q, = g, or. 


(iv) Li existe une matrice M inversible telle que Q, = ‘MM et Q,7 M'M. 
(v) H existe un automorphisme f de E tel que 


VxeE, qux) = ifG ga) = GIE 
où f* désigne l'adjoint de f et H-]! la norme euclidienne. 


Indication : pour démontrer que (ti) — (iv}, montrer que Q, = UD'U'*, Q, = VD'V'! où D est 
une matrice diagonale et U et V deux matrices orthogonaies, 

6) Soit M une matrice qui vérifie la propriété 2°«) (iv). Montrer l'existence d'une matrice 
symétrique inversible S telle que M'M = Q, = S’; en déduire que M peut s'écrire sous la forme 
M = SP, où P est orthogonate. Montrer que l’isométrie dont P est la matrice dans la base canonique 
transforme lellipsoïde &, en &:. 

c) Soit f un automorphisme de E qui vérifie la propriété 2°a) (v). On considère une base 
otthonormale B, = {u,, ...,u,) dans laquelle la matrice de g, est diagonale et une base orthonormale 
B, = (v,,..., v,) dans laquefie ia matrice de q, est diagonale, ces bases étant telles que g.u) = q.{vi 
pour | <i< n, on note À, cetie vaieur commune. 

— Montrer que l'image f(B,) de B, par f est une base orthogonale et que la matrice de g, dans 
cette base f(B,) est diagonale. 

— Lorsque les à, 1 &i< n, sont tous distincts, montrér que f{u,} et », sont colinéaires pour 
tout i. 


4) On donne 
PER E s 0 2 
Q=[,/3 3 1} @=10 
D it 3 2 0° 2 


Déterminer une matrice M satisfaisant aux conditions : 
(MM =Q, MM =Q 


3° Dans cette question on introduit un invariant associé à deux formes quadratiques définies 
positives et on se propose, l'une des formes étant fixée, de rechercher Je minimum de cet invariant 
lorsque les formes sont dans la situation traitée en Al. 2°. 

a) Soit q, et q, d'ellipsoïdes associés &, et &, (en générai non isométriques). On rapporte E à 
une base B quelconque; soit Q,, Q, les matrices dans B de 4, él g:. Montrer que la trace de 
Q,Q;' ne dépend pas du choix de B. On pose Jg,, q.) = Tr (QQ ‘). 

b} Signification géométrique de J: une direction de droite dans E étant définie par un vecteur v 
non nul, il existe À réel tel que Ave €,, on appelle rayon de #, dans la direction v le réel p(e) = HAcil. 
On définit de même p.(v) pour &,. 

Démontrer que, pour toute base (e,,...,e,) dans laquelle la matrice Q, de q, est diagonale, 


on & 
= (Pate) : 7 
Z (pi) Ja: , g). 


c) La forme quadratique q, définie positive est fixée. Trouver le minimum de J(g,,g.0r) lorsque 
r décrit l'ensemble des isométnes de E. 
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Indication : utiliser une base orthonormale, mettre ia matrice de g, sous la forme Q, = S?, avec 
S symétrique, et J(g,, 4) sous la forme Tr(SP7'S7"PS), où P est orthogonale ; on reliera la trace 
au déterminant en exploitant l'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique de 
n réels positifs. - 
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On considère ‘dans cette partie l'espace R'fn > 2}, de base canonique B, = (e,, ..., e,), €t on 
note Q(n) l'ensemble des formes quadratiques sur cet espace. Si 4 et g” sont des éléments de Q{n} 
de matrices [a,} et fai) dans Be, on définit l'élément g +4" de Qn} par sa matrice [a,a;] dans B, 
(multiplication terme à terme). 


1° Soit q l'élément de Q{n} dont la matrice {c;} dans B, est définie par 


Ca = ak, Vi # 1,...,h ve 
ty — 1, Vij=lL...,nmis 


a) Vérilies que 4, est positive et dépénérée ; on déterminera en particulier les vecteurs x tels que 
o{x} = (. 


Ls 


B} Six = xe, +... 4 x,e, = Ÿ x, on lui associe 
dl 


géx) = [ee + xt + ce. + xt) de = [ b sw de 


= 
et on pose s,{) = D} D (xt — xp}. 
: Rice 


— Montrer que q est une forme quadratique définie positive sur R”: expliciter sa matrice 
dans B,. 


1 
— Vérifier l'égalité : (g » go)(x) = [ s,(€) dt. 
Li 


Qu'en déduit-on pour g « 4? 

c}) Soit maintenant g € Q{n}, définie positive, de matrice [a] dans B,. Démontrer que q + 4, est 
définie positive ; il est conseillé de procéder comme au B), par regroupements de termes dans le 
développement de {g + qo}(x). 


2° Soit q, et g: éléments de Q(n), positives et de matrices respectives (a,] et [b,} dans B,; on 
ls suppose non nulles. 

a} Montrer l'existence de nr nombres réels Au, i% ,...,r: jf = 1,...,n, et de ns nombres 
réels pu, = 1,...,5: j = 1,...,n, tels que: 


eo qix) = que, +. + xe,) = ÿ Lx) 


ini 


4 


# x} = qe + + Xaeo) = Ÿ Lx). 


i=1 “i 

eSi EL, = Aue +... + Ae,, Vi= 1, ,..,r, les vecteurs L., .., L, sont indépendants. 

Si M= pue +. +pe,, Vi= 1,...,5, les vecteurs M,, ... M, sont indépendants, 

&) Donner une expression du produit a,b, au moyen de certains nombres À. Ur, ét en déduire 
que (g, + g.)(x} est une somme d'expressions du type (uax, + --: + DinXn}. 

c) Montrer que g, + 9, est positive, Si lon suppose, de plus, que g, et g, sont définies positives, 
montrer qu'il en est de même pour g, + 4. 

3° Soit q € Q{n), définie positive et dont La matrice fa,] dans B, à tous ses éléments dans j0, 14. 
Pour chaque entier naturel non nul k on note 4, l'élément de Q{n) de matrice [(a,)1. 

— Montrer que pour tout k > 1, 4, est définie positive. 

a 
——%= | dans B,. 

"à 
/ sf 
— Montrer que q’ est définie positive. 


Soit g° € Q(n) de matrice 


